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SPECIALIS DE LA VALLEE POUSSIN-FELE VILENKIN-FOURIER-KOZEPEK
MAJDNEM MINDENUTTI KONVERGENCIAJA

BLAHOTA ISTVAN ES NAGY DORA

OSSZEFOGLALO
Korlatos Vilenkin—Fourier-rendszereken vizsgalunk egy de la Vallée Poussin-tipusi matrix-transzformaci-
0s Osszegzési eljarast. Megadjuk azokat a monotonitasi és egyéb feltételeket a sulyokra, amelyek biztositjak,
hogy az igy kapott kozepek majdnem mindeniitt tartsanak az eredeti fiiggvényhez minden integralhato fiiggvény

esetén.

ABSTRACT

We investigate a de la Vallée Poussin-type matrix transformation summation procedure on bounded Vilenkin-
Fourier systems. We give the monotonicity and other conditions on the weights that ensure that the resulting

means converge to the original function almost everywhere, for every integrable function.

1. Jelolések és definiciok

Bevezetjiik a Vilenkin-analizissel kapcsolatos jeloléseket, fogalmakat. Roviden bemutatjuk a Vilen-

kin—Fourier-analizis elméletét (tovabbi részletekért lasd [1, 22]-t). Legyen [P a pozitiv egész szamok
halmaza és N := P U {0}. Legyen m := (mg,my,...) 2-nél nem kisebb pozitiv egész szamok
sorozata. Jelolje Z,,, := {0,1,...,m, — 1} a természetes szamok additiv csoportjat modul6 m,,,

ahol n € N. Ezen Z,,, diszkrét ciklikus csoportok direkt szorzataként definialjuk a G,, Vilenkin-
csoportot. A GG,,,-en értelmezett csoportmiivelet legyen a koordinatankénti 6sszeadds moduld m,,.

A G,,-en bevezetett u mértéket a

pn ({3}) := 1/m (j € Zip,,)

mértékek direkt szorzataként definialjuk, ami Haar-mérték és valdszinliségi mérték, azaz i (G,,) = 1.

Ha az m sorozat korlatos, akkor G,,-et korlatos, egyébként nem korlatos Vilenkin-csoportnak ne-
vezzik. Jelen cikkben csak a korlatos esettel foglalkozunk. Azm = (2,2, ...) esetén G-t, a diadikus
csoportot kapjuk. G, elemei az

T = (I'(],J}l,...7xn,...) (ajﬂ € Zm")

szamsorozatokkal reprezentalhatoak. Az m-adikus intervallumok definidlasa a kdvetkez6 mddon tor-
ténik. Legyen
Iy (x) := Gy,
[n(ﬂf) = {y S Gm ‘ Yo = Zoy- -y Yn—1 = -In—l}a
aholx € G,,, ésn € P.
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Az m sorozaton alapul6 un. altalanositott, m-adikus szdmrendszert az alabbi modon definidljuk
Mg = 1, Mn+1 = mnMn (n € N)

Ekkor minden n € N egyértelmiien elallithato n = )" ,° j n, My, alakban, ahol n € Z,,, (k € N) és
csak véges sok ny kiilonbozik nullatdl. Jeldlje |n| azt a természetes szamot (n rendje), amelyre n € P
€s M, < n < M 41.

Bevezetiink G7,,,-en egy ortonormalt rendszert, amelyet Vilenkin-rendszernek neveziink. Ehhez
definialjuk az r (x) : G, — C, komplex értékii fiiggvényeket, azaz az tigynevezett altalanositott
Rademacher-fliggvényeket ugy, hogy

ri, (z) == exp (2mzy/my) (¥ = -1, z € G, k €N).

A G,,-en értelmezett ¢ := (1, : n € N) fliggvénysorozatot, ahol

[e.o]

Un(a) = [ i (@) (neN),

k=0
Vilenkin-rendszernek nevezziik.
Amennyiben m = (2,2,...), ugy specialisan a Walsh—Paley-rendszert kapjuk. Ismert, hogy a
Vilenkin-rendszer ortonormalt és teljes Lo (G, )-ben (1asd pl. [24]). A Vilenkin-rendszer elemei pon-

tosan azok az f: G, — C folytonos fliggvények, melyekre

flx+y) = f(x)f(y)

és |f(z)] = 1 minden z,y € G,, esetén. S6t, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha f(z) = v, (z)
valamely n € N esetén (lasd [22]-ot).

A tovabbiakban bevezetjiik a Vilenkin—Fourier-analizis alapvet6 fogalmait. Definialjuk az f fligg-
vény n-edik Vilenkin—Fourier-egyiitthat6jat, Vilenkin—Fourier-soranak n-edik részletoszszegét, az n-
dik Vilenkin—Fejér-kozepet:

SulF) 1= 32 FG) oalf) = = S Su(f),
=0 k=1
ahol n € P.
Legyen T' := (ti,j)zj':l egy végtelen szdmmatrix. Mindig feltételezziik, hogy a T-matrix felso
haromszog alaku, azaz ¢;; := 0, hai > j. Legyen a T-matrix altal meghatarozott n-edik matrix

transzformacios kozép
n
on(f2) = tenSk(f; ).
k=1

Mivel a T-métrix n-edik oszlopa hatdrozza meg a o matrix transzformacios kdzepet és definicidja
csak véges szamu tagot tartalmaz, ezért az egyszeriiség kedvéért az n-edik oszlopot (tx, : 1 < k <
n, k € P) véges szamsorozatnak tekintjiik.



Hasznalni fogjuk még a kovetkezd jelolést. Legyen

Atk,n = tk,n - tk’+1,na

aholk € {1,...,n}, n € Pést,i1,:=0.

A tovabbiakban legyen (tx, : 1 < k < n, k € P) nemnegativ szamok véges sorozata minden
n € P esetén.

Definialjuk az (7, n)-edik de la Vallée Poussin-tipust matrix transzformacios kozepet a kovetkezd

moddon .
k=

aholn,n € Pésn < n.

2. Torténeti attekintés

A matrix transzformacids kdzepek szamos jol ismert 6sszegzési modszer altalanositasai. Egyszerii
megfontolasbol kovetkezik, hogy a Riesz-, a Norlund-, a T' (stlyozott), a Fejér- (vagy a (C,1)), a
Cesaro- (C, «) és a valtozd paraméterekkel rendelkezé Cesaro- (C, «v,) kdzepek mind a bemutatott
matrix transzformacios 6sszegzési modszer specialis esetei. A trigonometrikus rendszerre vonatko-
76 matrix transzformécios kozepekre lasd pl. Chandra [13] és Leindler [ 18] eredményeit, valamint
Natanson ¢és Zuk konyvét [21]. Vilenkin-rendszerekre 1lasd Blyumin [12] cikkét. Blyumin [12] cik-
ke Vilenkin esetben becslést ad a matrix transzformaciods kozepekkel valod approximaciora a legjobb
kozelitések és néhany, a Lebesgue allandokhoz hasonl6 integralok tekintetében. Az utdbbi években
szamos tanulmany jelent meg a matrix transzformécios kdzepekkel kapcsolatban, amelyek Moricz és
Siddiqi [20] Walsh—Norlund 6sszegzési modszerrel végzett munkajan, valamint Moricz és Rhoades
[19] stulyozott kozepek mddszerével végzett eredményén alapulnak. Moricz és Siddiqi [20], valamint
Moricz és Rhoades [19] e két eredményének kozos altaldnositasat K. Nagy és az I. Blahota [7] ad-
ta meg. A Walsh—Paley rendszerrel kapcsolatos tovabbi eredményekért lasd [10, 11, 16], a korlatos
Vilenkin rendszerekkel kapcsolatos eredményekért [£, 9]. Hasonlo allitdsok a Walsh—Fourier sorok
negativ rendii Cesaro kézepekre vonatkozoan a [ 15, 23] cikkekben talalhatoak.

Ezen modszerek Walsh—Fourier sorokkal kapcsolatos egyéb aspektusait a [ 14, 26] cikkekben tar-
gyaljak. Avdispahic és Pepic¢ a [2] cikkiikben a Vilenkin-rendszerre is bizonyitottak eredményeket.

Megemlitjiik, hogy Iofina és Volosivets [ | 7] hasonl6 eredményeket értek el Vilenkin-rendszereken,
hasonlo feltételekkel, kiillonb6z6 modszerekkel (fliggetleniil Moricz, Rhoades, Siddiqi, Fridli, Gogi-
nava, Gat, Tephnadze, Nagy K., illetve masok modszerétdl). A de la Vallée Poussin-tipust matrix
transzformacios kozepeket a Walsh-rendszerhez Blahota és Gat vezették be a [5]-ben.

Nemrégiben Blahota [4], Volosivets [25], valamint Blahota és Nagy D. [6] publikaltak a jelen cikk-
ben bemutatott eredményhez hasonlokat, melyek szintén a de la Vallée Poussin-tipusu matrix transz-
formacios kozepekkel foglalkoznak.

A jelen cikkben szerepld 1. Tétel a Blahota és Nagy D. [6] cikkében szerepld 6.5. Tétel altalanosi-

tasa.



3. Majdnem mindeniitti konvergencia

1. Tétel. Legyen f € Li(G,,). Rogzitsiink egy i € P-t. Minden n € P-re legyen (ty u.

7L+i_1

: M, <
k < M, ; — 1) nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

n+7,7]-

(1) S tean1 = L.

k=My

Haa (tgm, ,—1 @ My, < k < My; — 1) sorozat minden rogzitett n esetén névekvé vagy csékkend

(kiilonbozo n-ekre nem feltétleniil ugyanabban az értelemben), tovabba feltessziik, hogy

) iy Mpyi—1 = O (Min)

és

3) tMy sy =1, My -1 = O (L) ;
M,

akkor

017\;[”,M"+i—1(f) = f

majdnem mindeniitt, amennyiben n — oo.

Bizonyitds. A bizonyitasban szerepl6 c konstansok csak i-tél és sup,, . m,-tél fliggnek, illetve a (2)
¢s az (3) feltételektol.

Az Abel-transzformaciot hasznalva kapjuk, hogy

n+z_1

Z oMoy —15k ()

k= Mn
Mn+i_2

> Atpa,,1kow(f)

k=M,
_|_ tMn+i_17Mn+i_l(Mn+7; - 1)0Mn+z_1(f)
— tatp My i—1 (M — D)oar,—1(f).

Mivel
n+1_2
E Atk M"_H—lk
k=M,
n+1_1
E tk M7L+z_1 (Mn+1 - ]‘)tMrH»i_laM'rH»i_l
k=M,

+ (Myy, = V)tag, Moyt

novekvo esetben, a (3) feltétel hasznalataval adodik, hogy

My yi—2

> Atk

k=Mp,
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Mpyi—1

= — E teM i1 T (Mg — D)tar, -1, M1
k=M,

- (Mn - ]')tMn,Mn+i—1
S(MTL-{-’L - 1)tMn+i_17Mn+i_1 S C)

mig csokkend esetben az (1) és a (2) feltételekbdl kovetkezik, hogy

Mn+i_2
E : |Atk,Mn+i*1’k
k:Mn
Mn+i_1
— E tk,Mn+i—1 - (MTL+1 - ]-)tMn+i—1,Mn+i—1
k=My,
+ (Mn - ]‘>tM'rL7Mn+i_1
Mn+i_1
S E tk,Mn_H'—l + (Mn - 1)tM'naMn+i_1
k=M,

=1+ (Mn — 1)tMn:Mn+i_l § C.

Innen a (2) és a (3) feltételek segitségével

My yi—1
Z tk7Mn+i—1Sk(f)
k=M,
My —2
< N Atk swp ow(f)]
k=01, ke{Mn,...Mp4;—2}

+ (Mn‘i’l - 1)tMn+i71’Mn+i71’UM”rH»i*l(f)‘
+ (My, = Dt ag,yi—1lon, -1 (f)]

<c  sup |03 ()]
ke{Mny---M'rH»i_Q}

+clom, i1 (P + cloa,-1(f)]

<csup |og(f)] = co™(f),
keP

ahol 0" (f) = sup,cp |0k (f)
Ez az egyenl6tlenség azt jelenti, hogy

M, 4i—1

Z M —15k(f)

k=Mp

) sup

nepP

< co"(f).

Ismert, hogy az f — o*(f) operator gyengén (1, 1) tipusti. A (4) egyenlbtlenségbdl kovetkezik,
hogy az

f — sup
nepP

Uﬂn,MnH—ﬂf)‘



operator szintén gyengén (1, 1) tipusa. Mivel a Vilenkin-polinomok stiriiek L, (G,,)-ben, és ilyen
polinomokra o7, M,,,—1(f) = [ minden elég nagy n esetén, ebbdl kdvetkezik, hogy

. T o
T}Lngo O.Mn,MnJri—l(f) =/,

majdnem mindentitt. 0
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